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Presentacion

El saber, entendido como fuerza que impulsa de manera determinante al desa-
rrollo, tanto individual como social, constituye una condicién necesaria para el
crecimiento, la democracia, la equidad y la libertad.

En el contexto de la sociedad del conocimiento, la formacién media supe-
rior se ha convertido en un tema de atencion prioritaria para las instituciones
educativas. Sus nuevas tendencias, oportunidades y posibilidades, su funcién de
enlace entre los niveles basico y profesional y su situacion estratégica en el pro-
ceso formativo, dotan al bachillerato de un gran potencial.

El libro que tienes en tus manos es producto de un muy estimable esfuerzo
hecho por la Universidad Nacional Auténoma de México para fortalecer al ba-
chillerato. Forma parte de la Coleccion Conocimientos Fundamentales para la
ensefianza media superior, concebida bajo la visién de que los acelerados cam-
bios y transformaciones de las tltimas décadas en los diversos campos del saber
y del quehacer humano, deben reflejarse en los contenidos educativos del siglo
que inicia. En tal sentido, este ciclo de estudios estd siendo objeto de un profun-
do andlisis.

Entre los aspectos que, sin duda, impulsardn al bachillerato, estdn su articu-
lacién orgénica con las etapas educativas posteriores; el establecimiento de es-
trategias de atencion a requerimientos pedagogicos especificos; la modificacion
curricular sustentada en el perfil de egreso y en los conocimientos relevantes y
pertinentes que requiere el estudiante; el mejoramiento de la docencia, y la in-
corporacion de nuevas tecnologias a la ensefianza-aprendizaje en esta etapa.
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Con base en lo anterior, la Secretaria de Desarrollo Institucional, en cola-
boracion con la Escuela Nacional Preparatoria, el Colegio de Ciencias y Huma-
nidades y el Consejo Académico del Bachillerato de la UNAM, ha emprendido
un programa conducente a replantear los contenidos tematicos de las disciplinas
que se imparten en este nivel de estudios.

Los libros y materiales de la Coleccion Conocimientos Fundamentales para
la ensefianza media superior son el punto de partida para establecer los cimien-
tos de una formacién que, efectivamente, te proporcione una cultura general
interdisciplinaria y de capacidades especificas para que puedas responder a las
exigencias de un entorno cada vez mas complejo y demandante. Dichos conoci-
mientos, ademds de las habilidades y valores correspondientes, deben prepararte
también para el aprendizaje a lo largo de tu vida.

La Coleccion cuenta con la participacion de destacados académicos de la
Universidad, en el marco de un programa institucional destinado a rendir sus
mejores frutos en beneficio de los jovenes del bachillerato en México y en
América Latina.

Dr. Juan Ramon de la Fuente
Rector de la Universidad
Nacional Auténoma de México



Prefacio

La Secretaria de Desarrollo Institucional, en colaboraciéon con la Escuela
Nacional Preparatoria, el Colegio de Ciencias y Humanidades y el Consejo
Académico del Bachillerato de la UNAM, emprendi¢ la tarea de reflexionar so-
bre los contenidos temadticos de las disciplinas que se imparten en el bachillera-
to, bajo la premisa de que la ensefianza media superior tiene como objetivos
principales la formacion de estudiantes que contintien sus estudios en la licen-
ciatura y el posgrado, con posibilidades reales de incorporarse a la vida laboral,
con un claro compromiso social.

Las disciplinas elegidas para trabajar en una primera etapa fueron: biologia,
filosofia, fisica, geografia, matemadticas, literatura y quimica. Se formaron grupos
de trabajo integrados por profesores del bachillerato, la licenciatura y el posgrado,
que definieron los conocimientos fundamentales de cada disciplina, en funciéon
de su desarrollo reciente, de su pertinencia en el marco de la ensefianza media
superior y del impulso a la interdisciplina.

La definicién de los conocimientos fundamentales tiene como fin el deter-
minar los saberes basicos e imprescindibles con que los estudiantes deben contar
al término del ciclo del bachillerato y proporcionar a los alumnos una cultura
general de la disciplina, que les permita estar preparados para incursionar en
nuevos espacios del saber.

Una vez establecidos tales conocimientos, se integraron grupos de trabajo
mas amplios para elaborar los contenidos de los libros, de los discos compactos
y de la pagina web, que son los tres materiales de apoyo a tu formacién que in-
cluye este programa. Estos se insertan en el marco de la Coleccién Conocimien-
tos Fundamentales para que puedas usarlos con la orientacién y apoyo de tus
profesores.
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La definicién y la produccién de los materiales de esta Coleccién, contd
con la amplia participacién de la Escuela Nacional Preparatoria, el Colegio de
Ciencias y Humanidades, el Consejo Académico del Bachillerato, la Facultad
de Filosofia y Letras, la Facultad de Ciencias, la Facultad de Quimica, el Ins-
tituto de Ecologia, el Instituto de Geografia, el Instituto de Investigaciones
Filosoéficas, el Instituto de Matematicas, el Instituto de Fisica, el Instituto de
Investigaciones en Materiales, el Centro de Ciencias Fisicas, la Direccién Gene-
ral de Servicios de Computo Académico, la Coordinacion de Universidad
Abierta y Educacién a Distancia, la Direccion General de Actividades Cinema-
tograficas, la Direcciéon General de Divulgacién de la Ciencia, la Direccién
General de Television Universitaria y la Direcciéon de Literatura. También con-
tribuy6 en la tarea un selecto grupo de miembros de la Academia Mexicana de
Ciencias, quienes hicieron sugerencias para mejorar los materiales. A todos
ellos, nuestro reconocimiento y gratitud.

El Programa de Fortalecimiento del Bachillerato, del que forma parte la
Coleccion Conocimientos Fundamentales es una iniciativa de la UNAM desti-
nada a apoyar y fortalecer los estudios de bachillerato en lengua espafiola.

Con esta primera serie de libros y materiales para siete disciplinas, nues-
tra Universidad inicia esta Coleccién que habra de enriquecerse con una serie
de nuevos titulos, realizados con la calidad y el profesionalismo propios de
nuestra Casa de Estudios. Estdn dirigidos a los maestros y estudiantes del nivel
medio superior.

Dra. Rosaura Ruiz Gutiérrez
Secretaria de Desarrollo Institucional
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MODULO

El campo de los
nameros reales

n este médulo presentamos un repaso de los conceptos y las técnicas fundamentales

de la aritmética de los niumeros reales que son esenciales para la comprension y ma-

nipulacién de las expresiones algebraicas. Los alumnos que ingresan al bachillerato
ya conocen la mayor parte del contenido de este mddulo por lo que el profesor puede optar
por estudiarlo muy rdpidamente para poder dedicar mds tiempo a los temas sustantivos del
algebra.
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Introduccion

Los nimeros han surgido a lo largo de la historia como una herramienta para resolver problemas de conteo,
medicién, ordenacion, etcétera. Actualmente los vemos como algo ya terminado y tendemos a creer que siem-
pre existieron asf; sin embargo, en cada €poca, cuando se introdujo algiin niimero nuevo o grupo de niimeros
nuevo, a menudo se suscitaban polémicas muy fuertes y estos nimeros tardaban muchos afios en ser aceptados
por la comunidad en general. Tales son los casos del cero, de los nimeros negativos, los niimeros irracionales,
etcétera.

Los primeros nimeros que surgieron histéricamente fueron los niimeros naturales 1, 2, 3, 4, ... que nos
sirven para contar. Aunque el cero aparecié después, es mas practico considerarlo dentro de los nimeros natu-
rales. Denotamos por N al conjunto de los nimeros naturales, es decir,

N={0,1,2,3.4....}.

Uno de los primeros problemas a los que nos enfrentamos al considerar tinicamente a los nimeros natura-
les, es que al restar dos de ellos el resultado no es siempre otro natural. Por ejemplo, en la escuela primaria nos
ensefiaron que 5 — 8 “no se puede efectuar”. Lo que sucede es que la respuesta no es un nimero natural.

Para poder restar cualquier par de nimeros naturales es necesario introducir los nimeros enteros negativos
que junto con los niimeros naturales constituyen los niimeros enteros:

Z={..,4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,....}.

Los nimeros naturales también son llamados enteros no negativos.

Al restar cualquier par de estos nimeros se obtiene otro entero. Los niimeros negativos son ttiles en la
vida cotidiana para representar cantidades como temperaturas por debajo del punto de congelacion del agua
(0°C), deudas monetarias y profundidades con relacién al nivel del mar de zonas que estan por debajo de €ste,
entre otras cosas.

Asi como enfrentamos el problema de no poder restar si tenemos s6lo nimeros naturales, también en-
frentamos el problema de no poder dividir si tenemos s6lo nimeros enteros; por ejemplo, al dividir 5+ 3 no
obtenemos un nimero entero, por lo que es necesario ampliar el conjunto de niimeros.

Consideramos ahora el conjunto de los niimeros racionales, que son aquellos que pueden escribirse como
cociente de dos numeros enteros, donde el denominador no es el cero.

Q= P p.q€Z, q#0
q

Observemos que como todo nimero entero se puede escribir como el cociente de €l mismo entre uno,
n =1, entonces todo niimero entero es un nimero racional; asi,

NcZcQ.

Los ndmeros racionales son suficientemente buenos para la mayoria de las operaciones que realizamos
cotidianamente; sin embargo, ya desde los pitagoricos, en el siglo v a. de C, se dieron cuenta de que con una
regla y un compds se podian construir segmentos cuya longitud no se podia expresar como cociente de dos

enteros. Por ejemplo, en el tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 1, la hipotenusa mide V2 y este ndimero
no se puede escribir en la forma £ con p y g enteros; es decir, V2 no es un nimero racional.
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2

1

Figura 1-1 Construccion de V2.

Como veremos en las secciones siguientes, todos los nimeros racionales pueden identificarse con puntos

en una recta. El hecho de que, por ejemplo V2 no sea un ndmero racional, significa que hay un punto en la
recta al que no se le ha asociado ningtin niimero racional; de hecho, hay una infinidad de dichos puntos, por lo
que es necesario inventar otros nimeros, llamados niimeros irracionales, para los puntos de la recta a los que
no se les ha asociado ningiin nimero racional. Es asi como surgen los niimeros reales, que son la unién de los
nuimeros racionales e irracionales.

Finalmente, los nimeros reales también presentan un problema similar al de la resta en los nimeros natu-
rales y la divisién en los niimeros enteros; este problema consiste en que no se puede sacar raiz cuadrada de los

nimeros negativos; por ejemplo, J—4 no existe ya que no hay ningtin nimero real x tal que x> = —4. Por esto,
es necesario introducir mas nimeros; los niimeros complejos, para poder, ahora si, obtener la raiz cuadrada, o
cualquier otra raiz, de todo nimero real, o més en general, de todo nimero complejo.

En las siguientes secciones estudiaremos con detenimiento las propiedades de los sistemas numéricos
mencionados.

Los nimeros enteros

Los nimeros enteros pueden representarse como puntos en la recta. Para ello, seleccionamos un punto para
representar al 0 y otro para representar el 1, que normalmente colocamos a la derecha del 0. Estos puntos de-
terminan la escala y la colocacién de los demads enteros, en ella: los nimeros naturales se van colocando hacia
la derecha en orden, dejando entre dos consecutivos el mismo espacio que entre 0 y 1; es decir, una unidad.
Asimismo, a partir del 0, pero ahora hacia la izquierda, se colocan consecutivamente los nimeros —1, -2,
-3, ...

6 -5 4-3-2-12012 3 4 56

Figura 1-2 Los enteros en la recta.

En la recta numérica, el 5 estd colocado a la derecha del 0 y el =5 del lado izquierdo. La distancia de 5
a 0 es 5 unidades y la distancia de —5 a 0 también es 5 unidades.

-5 0 5

Figura 1-3 5y -5 en la recta numérica.
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La distancia de un nimero a 0 se llama el valor absoluto del nimero y se representa encerrando al nimero
entre dos rayas verticales, asi:

|5| =5 significa que el valor absoluto de 5 es 5.
|—5 | =5 significa que el valor absoluto de =5 es 5.

Suma de numeros enteros
Las dos operaciones principales de los nimeros enteros son la suma y el producto. El producto también se
conoce como multiplicacidon. Veamos primero una interpretacion geométrica de la suma.

Para hallar la suma de 2 y 5, dibujamos una recta numérica. Colocamos el ldpiz en el 2 y nos movemos 5
unidades hacia la derecha, con lo que llegamos al 7.

5

S
7
P
\ 4

01 2 3 45 6 7 8

Figura 1-4 Sumade2y 5.

Cuando a un niimero le sumamos un nimero positivo, entonces nos movemos hacia la derecha y cuando
le sumamos un nimero negativo, entonces nos movemos hacia la izquierda.

Ejemplos
1. Sumar 3+(-7).

Solucion:

Localizamos el 3 y desde ahi nos movemos 7 unidades hacia la izquierda, con lo que llegamos a —4. Asi
que 3+(=7)=—4.

-7

5 432-101 23 45
Figura 1-5 Suma de 3 y (-7).

2. Sumar -8 +(—4)

Solucion:

Localizamos a —8 y desde ahi nos movemos 4 unidades hacia la izquierda, con lo que llegamos a —12.
Asi que —8+(—4)=-12.

-4
&

12-11-10 9 -8 7 6 5 4 3 2 -1 0 1

Figura 1-6 Suma de -8 y (—4).
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Seria poco préctico tener que utilizar la recta numérica para poder sumar enteros positivos y negati-
vos; las siguientes reglas nos permiten hacerlo de manera sencilla, usando lo aprendido en la escuela
primaria.

Reglas para sumar nimeros enteros
e Para sumar dos niimeros enteros con el mismo signo:

1. Se suman los valores absolutos de los niimeros, es decir, como si fueran positivos.
2. Se determina el signo de la suma:

a) Si ambos son positivos, la suma es positiva.

b) Si ambos son negativos, la suma es negativa.

Ejemplo
e Sumar -35+(-82).

Solucion:

Sumamos valores absolutos de los nimeros: 35+82=117.
La suma es negativa ya que ambos son negativos: —35+(—82)=—117.

e Para sumar dos niimeros enteros de signo contrario:

1. Se restan los valores absolutos de los nimeros: el menor del mayor.

2. El signo de la suma es el signo del sumando que tenga el mayor valor absoluto.

Ejemplos

1. Sumar —17+(4).

Solucion:

El valor absoluto de —17 es 17, que es mayor que el de 4.
Restamos los valores absolutos: 17 -4 =13.
La suma es negativa porque |-17| > |4]; asf, =17 +(4)=—13.

2. Sumar —27 + 69.

Solucion:

El valor absoluto de 69 es mayor que el de —27.
Restamos los valores absolutos: 69 —27 =42.
La suma es positiva porque |69 >|-27]; asi, 27 +69 = 42.

Desde que aprendimos a sumar en la primaria, nos ensefiaron que al sumar dos nimeros, no importa el
orden en el que los sumemos; asi:

9+4=13=4+9
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y al sumar mds de dos nimeros, lo que debemos hacer es agrupar dos de ellos, sumarlos y el resultado sumarlo
al resto, por ejemplo: la suma 3+ 5 + 2 la podemos realizar de las siguientes dos maneras:

(3+45)+2=8+2=10 y 3+(5+2)=3+7=10

y simplemente escribimos

3+5+2=10.

También sabemos que sumar 0 “no hace nada’:

4+0=4.

Propiedades de la suma de niimeros enteros

A continuacién se enlistan las propiedades de suma de los nimeros enteros que acabamos de ejemplificar.
La suma de nimeros enteros satisface las siguientes propiedades:

Propiedad de cerradura: Si a y b son nimeros enteros, entonces a + b es un nimero entero.
Propiedad conmutativa: Si a'y b son nimeros enteros, entonces a + b =b + a.

Propiedad asociativa: Si a, b y ¢ son nimeros enteros, entonces (a+b)+c=a+(b+c).

Existencia del neutro aditivo: El nimero 0 satisface la igualdad a + 0 = a para cualquier ntimero entero a.

Existencia del opuesto, inverso aditivo o simétrico: Si a es un nimero entero cualquiera, existe un
tinico nimero entero al que llamamos —a, que satisface la igualdad a +(—a) = 0.

Observaciones

Los nimeros naturales N = {0,1,2,. . } satisfacen todas las propiedades anteriores con excepcion de la
existencia del inverso aditivo, ya que, por ejemplo, el inverso aditivo de 3 es —3, que no es un nimero
natural.

El simbolo (—a) significa el inverso aditivo de a, independientemente de que a sea positivo o negati-
vo. Asf por ejemplo, como 4 +(—4)= 0, entonces el inverso aditivo de a = 4 es —a = —4, pero también,
el inverso aditivo de a = —4 es 4, es decir, —a = —(—4)=4.

En general, si a es un ndmero entero, entonces

—(—a)=a.

Ejemplos

Bowon o

El opuesto de 5 es —5.
El opuesto de —8 es 8.
El opuesto de 0 es 0.

Verificar geométricamente la propiedad conmutativa con a =—7, b = 4.

Solucion:

Localizamos —7 y desde ahi nos movemos 4 unidades a la derecha y llegamos a —3.
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Localizamos a 4 y desde ahi nos movemos 7 unidades a la izquierda y llegamos también a —3. Asi,

“T+4=4+(-7)=-3

-T+4
—_—
8 76 543210123 45

<

4+(-7)

Figura 1-7

5. Verificar geométricamente la propiedad asociativacona=-8,b=6y ¢ =-5.

Solucion:

Para sumar (-8 + 6)+(—5), a partir de —8 nos movemos 6 unidades a la derecha, llegamos a 2, y si desde
ahi nos movemos 5 unidades a la izquierda, llegamos a —7.

Para sumar —8 +(6+(—5)), efectuamos primero 6+(—5), con lo que nos colocamos en 6 y de ahf nos
movemos 5 unidades a la izquierda, con lo cual llegamos a 1. Ahora, si a partir de —8 nos movemos 1

unidad a la derecha, llegamos a —7. Asi que tenemos:
(-846)+(-5)=—2+(-5)=-7
—8+(6+(-5))=-8+1=-7.

(-8+6) +(-5)

pa

< 1
S
rd

9-8-7-6-5-4-3-2-1012345 67

8+ 1 6-5=1

Figura 1-8 (-8 + 6) + (-5).

6. Verificar geométricamente las propiedades del neutro y del inverso aditivo con el nimero 8.

Solucion:

Localizamos el 8 y no nos movemos, entonces seguimos en el 8, asi que

8+0=8.

01 2 3 4 5 6 7 8
Figura1-9 8 + 0 = 8.
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Para ver la propiedad del opuesto, localizamos el 8 y nos movemos 8 unidades hacia la izquierda con lo
que llegamos a 0, asi:

8+(-8)=0.

&
@

0 1 2 3 45 6 7 8
Figura 1-10 8 + (-8) = 0.

Las propiedades conmutativa y asociativa, asi como las reglas anteriores nos permiten sumar mds de dos
numeros enteros.
Ejemplo
e Sumar 86+ (—37)+(—49)+93+(-32).

Solucion:

Aplicamos la propiedad conmutativa para poner todos los ndmeros positivos juntos y todos los nimeros
negativos juntos.

86+93+(-37)+(—49)+(-32).

Sumamos por separado los nimeros positivos y los nimeros negativos siguiendo las reglas para sumar
nimeros del mismo signo:

86+93=179 y (-37)+(-49)+(-32)=-118,
sumamos estos resultados parciales
179 +(-118) =61,
asi,

86+(-37)+(—49)+93+(-32)=61.

Ejercicios

En los ejercicios 1 a 16, escribe el nimero que representa cada situacion.

1. Un submarino estd sumergido a 93 metros. 2. La temperatura es de 4°C.

3. Esta 6 metros sobre el nivel del mar. 4. Tiene $35 en sus ahorros.

5. La temperatura es de 15°C bajo cero. 6. 36 metros bajo el nivel del mar.

7. 18°C sobre el punto de congelacién del agua. 8. Debe $200.

9. Se hundié un metro bajo el nivel del mar. 10. 5°C bajo el punto de congelacidn.
11. Debe $14 a su hermana. 12. Tiene $805 en su alcancia.

13. La cima de la montafia esta a 1,500 metros sobre el nivel del mar.

14. La Ciudad de México esta a 2,303 metros sobre el nivel del mar.
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15. El helicéptero se elevo 1,650 metros sobre el nivel del mar.

16. Un dia de invierno, la temperatura, contando el factor viento, llegd a 32°C bajo cero.

En los ejercicios 17 a 22, encuentra el opuesto de cada ndmero.

17. 47 18. 81 19. -13 20. -3 21. 175 22. -0

En los ejercicios 23 a 30, indica el nimero que debes sumar en cada situacion.

23. Bajo 3 kilos de peso. 24. Su dieta tiene 200 calorias menos.

25. La bolsa de valores perdié 153 puntos. 26. Este barco tiene 5 metros mds de ancho.

27. El resorte se estiré 5 centimetros. 28. El ritmo cardiaco aument6 5 latidos por minuto.
29. La temperatura bajé 17°C. 30. Este pan lleva 100 gramos menos de levadura.

En los ejercicios 31 a 34, verifica las propiedades de suma de nimeros enteros.

3l.a=5b=Tyc=1 32. a=-2,b=4yc=38
33.a=1,b=-"3yc=-6 34. a=-9,b=—1yc=-18

En los ejercicios 35 a 42, simplifica las expresiones.

35. —(-9) 36. —(—(-17)) 37. 5-(-7) 38. —(-124)
39. —(13+16) 40. —(634—498) 41. —(10-3) 42. —(-71)+17

Resta de numeros enteros

Dados dos nimeros enteros a y b, la diferencia a — b se define como:
a—b=a+(-b),
es decir, restar b significa sumar el opuesto de b.

Ejemplos

9

1. Simplificar 5 - 9.

Restar 9 significa sumar —9 asi que aplicamos la regla de la suma de dos nimeros de signo contrario:
5-9=5+(-9)=—4.
2. Simplificar4 - (3 -1).

Solucion:

Resolvemos primero lo que estd dentro del paréntesis
3-1=2
y ahora efectuamos la resta:
4-2=2,

4-(3-1) =2.
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3. Efectuar la diferencia entre 76 y —11, menos 54.

 Solucidn:
Traducimos el problema

(76 —(-11))-54.
Abhora realizamos las operaciones indicadas

(76 —(~11))—54 =87-54=33.

En el conjunto de los nimeros enteros, la ecuacién
at+x=>b,
donde a y b son nimeros enteros, siempre tiene solucidn, a saber

x=b-a.

Ejemplo

e Encontrar los valores de x que satisfacen la igualdad 15 +x =5.

| Solucion:|
x=5-15=-10,

es la solucién de la igualdad.

Inverso de una suma

Es claro que (5+7)+(-5—7)=0; esto quiere decir que el inverso aditivo de 5 + 7 es =5 — 7, pero también
es cierto que (5+7)—(5+7)=0, es decir, el opuesto de 5 + 7 también es —(5+7), pero como cada nimero
tiene un Unico inverso, entonces

-(5+7)=-5-17.

En general, si a y b son nimeros enteros, entonces,

—(a+b)=-a-b.

Ejemplos
1. Simplificar —(=15+9).

Solucion:

Podemos efectuar primero la operacién dentro del paréntesis y después tomar el inverso aditivo del re-
sultado:

—(-15+9)=—(-6)=6,

o bien, podemos eliminar el paréntesis poniendo el inverso aditivo de cada sumando y efectuando la ope-
racion resultante.

—(-154+9)=+15-9=6.





