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Presentacion

El saber, entendido como fuerza que impulsa de manera determinante al desarrollo, tanto
individual como social, constituye una condicién necesaria para el crecimiento, la democra-
cia, la equidad y la libertad.

En el contexto de la sociedad del conocimiento, la formacién media superior se ha con-
vertido en un tema de atencion prioritaria para las instituciones educativas. Sus nuevas ten-
dencias, oportunidades y posibilidades, su funcién de enlace entre los niveles bésico y
profesional y su situacion estratégica en el proceso formativo, dotan al bachillerato de un
gran potencial.

El libro que tienes en tus manos es producto de un muy estimable esfuerzo hecho
por la Universidad Nacional Auténoma de México para fortalecer al bachillerato. For-
ma parte de la Coleccion Conocimientos Fundamentales para la ensefianza media supe-
rior, concebida bajo la visiéon de que los acelerados cambios y transformaciones de las
dltimas décadas en los diversos campos del saber y del quehacer humano, deben refle-
jarse en los contenidos educativos del siglo que inicia. En tal sentido, este ciclo de estu-
dios estd siendo objeto de un profundo andlisis.

Entre los aspectos que, sin duda, impulsardn al bachillerato, estdn su articulaciéon orgé-
nica con las etapas educativas posteriores; el establecimiento de estrategias de atencién a
requerimientos pedagdgicos especificos; la modificacion curricular sustentada en el perfil
de egreso y en los conocimientos relevantes y pertinentes que requiere el estudiante; el me-
joramiento de la docencia, y la incorporacién de nuevas tecnologias a la ensefianza-apren-
dizaje en esta etapa.

Con base en lo anterior, la Secretaria de Desarrollo Institucional, en colaboracién con
la Escuela Nacional Preparatoria, el Colegio de Ciencias y Humanidades y el Consejo Aca-
démico del Bachillerato de la UNAM, ha emprendido un programa conducente a replantear
los contenidos tematicos de las disciplinas que se imparten en este nivel de estudios.

Los libros y materiales de la Coleccion Conocimientos Fundamentales para la ense-
fianza media superior son el punto de partida para establecer los cimientos de una for-
macién que, efectivamente, te proporcione una cultura general interdisciplinaria y de
capacidades especificas para que puedas responder a las exigencias de un entorno cada vez
mas complejo y demandante. Dichos conocimientos, ademds de las habilidades y valores co-
rrespondientes, deben prepararte también para el aprendizaje a lo largo de tu vida.

La Coleccion cuenta con la participacion de destacados académicos de la Universidad,
en el marco de un programa institucional destinado a rendir sus mejores frutos en benefi-
cio de los jovenes del bachillerato en México y en América Latina.

Dr. Juan Ramon de la Fuente
Rector de la Universidad Nacional Auténoma de México






Prefacio

La Secretaria de Desarrollo Institucional, en colaboracién con la Escuela Nacional Pre-
paratoria, el Colegio de Ciencias y Humanidades y el Consejo Académico del Bachillerato
de la uNAM, emprendié la tarea de reflexionar sobre los contenidos tematicos de las disci-
plinas que se imparten en el bachillerato, bajo la premisa de que la enseflanza media supe-
rior tiene como objetivos principales la formacién de estudiantes que continden sus
estudios en la licenciatura y el posgrado, con posibilidades reales de incorporarse a la vida
laboral, con un claro compromiso social.

Las disciplinas elegidas para trabajar en una primera etapa fueron: biologia, filosofia,
fisica, geografia, matematicas, literatura y quimica. Se formaron grupos de trabajo integra-
dos por profesores del bachillerato, la licenciatura y el posgrado, que definieron los conoci-
mientos fundamentales de cada disciplina, en funcién de su desarrollo reciente, de su
pertinencia en el marco de la ensefianza media superior y del impulso a la interdisciplina.

La definicién de los conocimientos fundamentales tiene como fin el determinar los sa-
beres bésicos e imprescindibles con que los estudiantes deben contar al término del ciclo del
bachillerato y proporcionar a los alumnos una cultura general de la disciplina, que les per-
mita estar preparados para incursionar en nuevos espacios del saber.

Una vez establecidos tales conocimientos, se integraron grupos de trabajo mdas amplios
para elaborar los contenidos de los libros, de los discos compactos y de la pagina web, que
son los tres materiales de apoyo a tu formacién que incluye este programa. Estos se inser-
tan en el marco de la Coleccion Conocimientos Fundamentales para que puedas usarlos
con la orientacién y apoyo de tus profesores.

La definicién y la produccién de los materiales de esta Coleccién conté con la am-
plia participacion de la Escuela Nacional Preparatoria, el Colegio de Ciencias y Humani-
dades, el Consejo Académico del Bachillerato, la Facultad de Filosofia y Letras, la
Facultad de Ciencias, la Facultad de Quimica, el Instituto de Ecologia, el Instituto de
Geografia, el Instituto de Investigaciones Filosdficas, el Instituto de Matematicas, el
Instituto de Fisica, el Instituto de Investigaciones en Materiales, el Centro de Ciencias Fi-
sicas, la Direccion General de Servicios de Cémputo Académico, la Coordinacién de Uni-
versidad Abierta y Educaciéon a Distancia, la Direccion General de Actividades
Cinematogréficas, la Direccién General de Divulgacién de la Ciencia, la Direccion Ge-
neral de Televisiéon Universitaria y la Direccién de Literatura. También contribuy6 en la ta-
rea un selecto grupo de miembros de la Academia Mexicana de Ciencias, quienes hicieron
sugerencias para mejorar los materiales. A todos ellos, nuestro reconocimiento y gratitud.

El Programa de Fortalecimiento del Bachillerato, del que forma parte la Coleccion Co-
nocimientos Fundamentales es una iniciativa de la UNAM destinada a apoyar y fortalecer
los estudios de bachillerato en lengua espafiola.



Vil Prefacio

Con esta primera serie de libros y materiales para siete disciplinas, dirigidos a los maestros y estu-
diantes del nivel medio superior, nuestra Universidad inicia esta Coleccién que habra de enriquecerse
con una serie de nuevos titulos, realizados con la calidad y el profesionalismo propios de nuestra casa de es-
tudios.

Dra. Rosaura Ruiz Gutiérrez
Secretaria de Desarrollo Institucional
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MODULO

La trigonometria

a trigonometria se basa en la semejanza de tridngulos; esto es, si dos tridngulos tie-

nen sus lados proporcionales entonces sus dngulos deben ser iguales. Asi que debe

haber una manera de calcular los dngulos en términos de los lados. Las funciones
trigonométricas son las que permiten calcular dichos dngulos.

El capitulo inicia con el estudio del tridngulo rectangulo y las funciones trigonométricas
de los dngulos agudos. Se trabaja indistintamente con la medida de los dngulos en grados
y en radianes. Posteriormente, se extienden las funciones trigonométricas para cualquier
angulo mediante el uso del circulo trigonométrico, viendo a los dngulos como el giro que
realiza un punto sobre el circulo unitario.

Las identidades trigonométricas son importantes para poder resolver problemas
geométricos y de calculo, por lo que se dedica una seccién a su estudio.

Por tltimo, para lograr resolver cualquier tipo de tridngulo, es decir, dados algunos de
sus elementos poder encontrar todos los demas, se estudian la ley de los senos y la ley de los
€OSenos.
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Los angulos y su medicion

Tomemos dos semirrectas OA y OB a cuyo punto en comun O, lo llamaremos vértice. Si mantenemos fija a la
semirrecta OA y hacemos girar OB desde la posicion inicial OA hasta la posicion final OB, diremos que generd
un dngulo ZAOB.

Figura 1-1

La semirrecta OA se conoce como semirrecta inicial y OB como semirrecta final o generatriz.

Para medir un 4dngulo, se debe contar primero con una unidad de medida. Parece natural considerar al 4n-
gulo recto, que es el formado por dos rectas perpendiculares; sin embargo, para fines précticos, esta unidad es
muy grande, por lo que se ha recurrido a considerar unidades mds pequeiias.

Podemos dividir al dngulo recto en 90 partes iguales, llamadas grados. Cada grado se divide en 60 partes
iguales llamadas minutos y cada minuto en 60 partes iguales llamadas segundos; ésta es la medida angular en
el sistema sexagesimal.

Cada angulo se determina diciendo cudntos grados, minutos y segundos mide. La notacién que es comiin

o ! nmn

usar para grados, minutos y segundos es °, ', ”.

Ejemplos

=

Un angulo recto mide 90 grados y conforme a la notacion anterior se escribe 90°.

Cada dngulo de un tridngulo equilatero mide 60°.

Para indicar que un dngulo mide 35 grados, 21 minutos y 14 segundos, escribimos 35°21”14”.

Si uno de los dangulos agudos de un tridngulo rectangulo mide 25° 25" 25”, ; cudanto mide el otro dngulo agudo?

Solucion:

Como los dngulos agudos de un tridngulo rectangulo son complementarios, es decir, suman 90°, entonces
calculamos

Ealt ol

90°—(25° 25’ 25”).
Para poder efectuar la resta escribimos 90° como 89° 59" 60”; entonces:
90°—(25° 25’ 25”) =(89° 59’ 60” ) — (25° 25’ 25”) = 64° 34’ 35”.

El otro dngulo agudo mide 64° 34" 35”.
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Una variante de la medicion de los dngulos en grados es expresar a las fracciones de grado en notacién
decimal, es decir, dividirlos en décimos, centésimos, milésimos...
Para convertir de la notacién de minutos y segundos a la notacién decimal, utilizamos la regla de tres:

60 minutos — 1 grado

m minutos — g grados
o

de donde obtenemos que 1’ = % = 0.016667, y la regla de tres:

3600 segundos — 1 grado

s segundos  — g grados

o

de donde obtenemos que 1” = ! =~ 0.000278.
3600

Ejemplos

1. Escribir 35° 21 14” en expresién decimal.

Solucion:

Nos quedamos con los 35° y transformamos a decimales los minutos y los segundos;

21 14
2I'=—=035 y 14"=——-=0.0039°,
60 3600

entonces,

35°21"14” = 35.3539°

2. Escribir 32.5892° en grados, minutos y segundos.

Solucion:

Nos quedamos con la parte entera y convertimos los 0.5892 grados a minutos:
0.5892 grados =0.5892 x 60 = 35.352 minutos;
nos quedamos con la parte entera y convertimos los 0.352 minutos a segundos:
0.352 minutos =0.352 x 60 =21.12 segundos;
asi que
32.5892° = 32°35"21”.
Este tipo de notacién ha cobrado importancia debido a la existencia de las calculadoras de bolsillo, ya que

la mayoria de ellas expresan los grados en forma decimal y no en grados, minutos y segundos y, por otro lado,
es mucho mas facil hacer operaciones aritméticas con ellos.
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La medida circular o en radianes

Existe otra forma de medir los dngulos que es mds conveniente en ciertas areas de las matematicas. Por ejem-
plo, en el cdlculo diferencial e integral. Consideremos un dngulo central AOB; es decir, un dngulo cuyo vértice
se encuentre en el origen de coordenadas; dibujamos un circulo con centro en el origen y radio . La medida
del angulo AOB en radianes es el cociente de la longitud del arco que subtiende entre el radio del circulo,

medida del dngulo AOB = z
r

Cuando la longitud del arco es igual al radio del circulo, obtenemos la unidad de medida, a la que llama-
mos radidn.

Figura 1-2

Queda la duda de si esta unidad de medida pueda depender del radio del circulo; veremos que no es asi.
A un dngulo de 360° le corresponde un arco que es el perimetro del circulo (277), de modo que a un dngulo
AOB que mide 6° le corresponde un arco que mide x unidades; es decir,

360 _6
2nr x
de donde
_9(27z:r)
r_ T
r 180

pero Ed es por definicién la medida en radianes del ZAOB, que no depende del radio, pues de acuerdo con la
r

n
igualdad anterior, coincide con la expresion @9 que es independiente del radio.

Observacion:

En un circulo de radio 1, la longitud x del arco que subtiende un dngulo central es la medida en radianes del
angulo (%)

Si consideramos dos dngulos centrales AOB y COD de un circulo y consideramos sus medidas en radianes,
tenemos

ZAOB = ZCOD =

r r

arco AB y arco CD
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donde r es el radio del circulo, de donde
ZAOB 1 ZCOD 1

arco AB  r Y arcoCD  r’
Asi, los dngulos centrales son proporcionales a los arcos que subtienden, es decir,
ZAOB _ ZCOD
arco AB  arco CD’

b A)’

Figura 1-3
La expresion (1.1) también nos dice cémo pasar de medidas en radianes a medidas en grados y reciprocamente.

180
1 radidn = —— grados 1 grado = L radianes
T 180

Ejemplos

1. ;Cudl es el valor en grados, de un radian?

Como 7 = 3.1416, tenemos que
180

3.1416
Entonces, al usar la primera de las igualdades anteriores se tiene que un radidn equivale aproximadamente
a 57.29 grados.

57.29

2. Encontrar en radianes, el valor correspondiente a 75 grados.

Solucion:

15m 5w
180 12
La medida en radianes de 75 grados es 3Z.
3. Encontrar el valor en grados de 5 radianes.
180
2~ 60.
3

% radianes equivalen a 60 grados.

4. Encontrar el valor en radianes de 148° 36" 27”.

Solucion:

Primero escribimos 148° 36" 27” en forma decimal.
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36’ = ﬁ =0.6° vy 27" = i =0.0075°
60 3600
Entonces
148° 36’ 277 =148.6075°
de donde
148.607571 =259
180

148° 36" 27” equivale, aproximadamente, a 2.59 radianes.
En la tabla siguiente aparecen algunos de los dngulos mds comunes escritos en grados y radianes.

Grados: [ 3045|160 |90 (135|180 | 270 | 360
21

Radianes: | £ | %

wla
e

3n
” T

wl‘;

Ejercicios

Escribe en grados, minutos y segundos cada expresion decimal.

1. 5.4267° 2. 28.91034° 3. 106.56°

4. 239.8051° 5. 327.1480° 6. 175.60123°
Escribe la expresion decimal de:

7. 56°29"8” 8. 98° 547 23” 9.204°17" 32”
10. 283° 45" 16” 11. 73°13' 57”7 12. 152° 36’ 59”7

13. ;Cuantos minutos hay en 35°10?
14. ;Cuantos segundos hay en 2 7 radianes?
15. Expresa en grados, minutos y segundos un millén de segundos.

16. Dos tridngulos que tienen un cateto comun forman un tridngulo como el de la siguiente figura. Si el dngulo
en B mide 42° 31" y el angulo D mide 21° 42’, ;cuanto mide el angulo ZDAB?

\42"31' 21°42'

17. ;Cuéntos segundos mide un radian?
Expresa en grados las siguientes medidas en radianes:

18. = 19. % 2. % 2. = 2.z 2.z
2 3 4
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Expresa en radianes, en términos de 7, lo siguiente:

24. 45° 27. 36°
25. 15° 28. 75°
26. 120° 29. 90°

30. Encuentra la medida en grados de cada angulo interior de
a) un pentdgono regular.
b) un octdgono regular.
¢) un decdgono regular.
d) un hexdgono regular.
e) un heptagono regular.

f) un dodecdgono regular.

Relaciones basicas de la trigonometria

(Cuantos tridngulos rectangulos pueden construirse si los catetos deben medir 5 y 12 metros, respectivamente?

Solucion:

Recordemos que dos tridngulos son congruentes cuando sus tres lados son congruentes.
Para contestar la pregunta, usamos el teorema de Pitdgoras, que garantiza que la hipotenusa es igual a

V122 +5% =4/169 =13.

Conocidos los tres lados, de longitudes 5, 12 y 13, hay una sola manera de construir el tridngulo; cualquier otra
construccion nos dard un tridngulo congruente con éste.

12

5
Figura 1-4

Puede construirse un tnico tridngulo rectdngulo cuyos catetos midan 5 y 12 metros.

Observacion:

Si quitamos la condicién de que el tridngulo sea rectdngulo, la solucién no es Unica; esto es, hay una infinidad
de tridngulos tales que dos de sus lados miden 5 y 12 metros respectivamente.
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12 12 12

Figura 1-5

La trigonometria, como su nombre lo indica, surgi6 de la necesidad de medir tridngulos, lo cual puede
ser posible utilizando las relaciones que guardan sus lados, los dngulos, las 4reas, asi como otros elementos
geométricos. En nuestros dias, el estudio de la trigonometria se extiende mds alld de tales alcances y se torna
importante por sus aplicaciones que van desde la ingenieria, la navegacion y las ciencias, en general, hasta las
artes, como la musica y la arquitectura.

Algunos de los problemas que se plantearon en el origen de la trigonometria son del estilo siguiente:

(Qué posibilidad hay de construir un tridngulo con ciertas caracteristicas?; o bien, conocidos algunos ele-
mentos del tridngulo, ;cémo determinar otros?

Ejemplos

1. ;Puede construirse un tridngulo rectingulo de tal manera que uno de sus dngulos mida 25° y uno de sus
catetos mida 4 metros?

Solucion:

Puesto que el tridngulo es rectdngulo, sélo falta conocer el otro dngulo agudo; pero éste es complementario
a 25°%; es decir, el tercer angulo mide

90° —25° = 65°.
Los 4dngulos del tridngulo miden
90°, 25° y 65°.

Con estos datos podemos encontrar tridngulos no congruentes entre si que tengan un cateto igual a 4, por
lo que el tridngulo no es tnico.

25°

\25o
4

Figura 1-6
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2. Los catetos de un tridngulo rectangulo miden V3 y 1, (cudnto miden los dngulos del tridngulo?

Solucion:

Por el teorema de Pitdgoras, la hipotenusa mide

JW3) +12 =\Br1=2;

un tridngulo cuyos lados miden \/5, 1,2es:

1
Figura 1-7

Para encontrar los dngulos, construimos otro tridngulo reflejando el que ya tenemos y unimos los dos:

Figura 1-8

entonces, el tridngulo es la mitad de un tridngulo equildtero de lado 2. Como cada uno de los dngulos de
un tridngulo equilatero mide 60°, entonces los dngulos del tridngulo rectdngulo miden 30°, 60° y 90°.

3. En un tridngulo rectdngulo cuyos dngulos agudos miden 30° y 60°, encontrar la longitud del cateto mas
largo en términos de la hipotenusa.

Solucion:

Llamamos A, By C a los vértices del tridangulo, ¢ al cateto mds largo y x a la hipotenusa. Reflejamos, como
en el ejemplo anterior, para obtener el tridngulo de la figura:
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Figura 1-9

Puesto que el tridngulo es equildtero, entonces la longitud del lado BC mide %.
Usando el teorema de Pitdgoras, tenemos

despejamos /:

f 3
x° - —x2

Asi, la longitud del cateto mas largo es Tx Es decir, £ 2 por la longitud de la hipotenusa.

No siempre hay argumentos geométricos tan sencillos como en los ejemplos anteriores, que nos permitan
encontrar los dngulos de un tridngulo cuando se conocen los lados. Las funciones trigonométricas, que defini-
remos en seguida, son la base para resolver, en general, problemas de este tipo.

Ejercicios
I

1. En un tridngulo rectangulo cuyos dngulos agudos miden 30° y 60°, encuentra el cateto mayor en términos
del cateto menor.

2. Encuentra la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos angulos agudos miden 45° en términos de uno
de los catetos.

Funciones trigonométricas para angulos
agudos

Un avion de control remoto se eleva formando un dngulo de 15° con respecto al piso. Si el avién se desploma
a 35 metros del punto de partida, ;cudl fue la altura maxima alcanzada por el avién? ;Qué distancia recorrié
en el ascenso?

Solucion:

Con los datos del problema, dibujamos el esquema que aparece en la figura 1.10.
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